FuNDAMENTOS DE FINANZAS

CariTuLo 6: OPTIMIZACION DE PORTAFOLIOS

Abstract

En este capitulo, nos enfocaremos en el
Modelo de Harry Markowitz (economista
norteamericano) publicado en 1952; el

AvLexis SoLis CANCINO
cual inicié la llamada ”“Teoria Moderna

alexis.solisc@gmail.com
de Portafolios de Inversién”. Posterior-
mente, se verd el modelo denominado
CAPM (1962) para valuacién de activos,

el cual tuvo como base precisamente el

modelo de Markowitz.



6.1. Introduccion — ;Como describir el rendimiento de una accion?

Dfn. La tasa de rendimiento es el incremento porcentual en la riqueza del inversionista asociada con
mantener un activo financiero en ese periodo. Por ejemplo, para una accién, el rendimiento es
igual a los dividendos en efectivo mds el cambio en el valor de la accién en el periodo. Para un
periodo de tiempo, suponiendo que se pagé un dividendo, la tasa de rendimiento estd dada por:
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Los rendimientos son variables estocasticas (i.e. aleatorias) y por lo tanto su prediccién
representa un reto tanto financiero como matematico. Al no poder predecir los rendimientos, nos
interesa conocer por lo menos aspectos de dicha aleatoriedad. Para este fin, la Estadistica y la
Probabilidad auxilian a las Finanzas para obtener “guias” sobre este respecto. En el Modelo de
Markowitz, se utilizan principalmente dos medidas estadisticas para describir el rendimiento de
una accion:

1) El rendimiento esperado (o rendimiento promedio): E|r].

2) La varianza de los rendimientos: o2[r].

Dfn. La esperanza, E|r|, también conocida como media, es el promedio ponderado de los valores
que toman los rendimientos, ponderados por la probabilidad de que éstos ocurran. La esperanza
ademds, nos dice la localizacién central (o tendencia) del rendimiento de la acciéon. Cuando
tenemos conocimiento certero de las probabilidades con las que ocurren “m” diferentes

rendimientos, el rendimiento esperado (o esperanza de los rendimientos) puede calcularse como:

E[T]:Zrk'pkzﬁ'p1+7"2'p2+'--+7”m'pm (6.2)
k=1
Donde,
pi: es la probabilidad de que ocurra el rendimiento ry.

Dado que las probabilidades certeras son dificiles de calcular (de hecho, s6lo pueden obtenerse
estimaciones de ellas), el valor esperado debe ser estimado. En este caso, si tenemos una muestra

(coleccién de datos) de “m” rendimientos pasados se puede estimar como:

1 TLE Ty Ty,
= — = 6.3
T mg:lrk p- (6.3)

i.e. el promedio de los “m” rendimientos de la muestra. En este caso, 7, : denota el “k-ésimo”

rendimiento de la muestra.

Conocer la tendencia central de los rendimientos es muy ttil pero no suficiente. Para tener una

mejor descripcién de cémo se comportan los rendimientos, podemos utilizar ademads lo que se
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denomina como “medidas de dispersién”. Las principales medidas de dispersién que se utilizardn

son la varianza y la desviacién estandar.

Dfn. La varianza de los rendimientos, o%[r] nos dice el promedio de la distancia cuadratica del

rendimiento con respecto a su media 6 valor esperado, E[r|. Matemdticamente, estd definida como:
2
o?[r] = E[(rk — E[r]) ] (6.4)

Si observamos bien la férmula anterior, podemos ver que la varianza es a su vez un valor esperado
(recordemos que esto no es otra cosa mas que un promedio). Por lo tanto, se puede pensar como el
promedio de una distancia cuadratica ponderado por la probabilidad de que dicha distancia
ocurra. De esta forma, cuando tenemos conocimiento de las probabilidades con las que ocurren

”m” diferentes rendimientos, la varianza puede calcularse como:

o?[r] = Z (rk — E[r])Q PR = (7"1 — E[T])2 P4+ (Tm — E[r])2 D (6.5)
k=1

Donde,

pi, es la probabilidad de que la distancia (rk - FE [r]) ocurra.

Al igual que la esperanza de los rendimientos, este promedio s6lo puede estimarse (pues no se
tienen las probabilidades (p;) de la realizacién de cada rendimiento). Si tenemos una muestra

(coleccién de datos) de “m” rendimientos pasados, la varianza se puede estimar como:

2

> [t - g = = BN e Z E) (6.6)
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Donde el simbolo “gorro” arriba de o2 indica que se estéd estimando.

Al ser una distancia cuadratica, la varianza estd en unidades cuadradas. Para deshacernos de este
inconveniente se define la desviacion estindar de los rendimientos, o|r], como la raiz cuadrada de la

varianza:
olr] = \/o?[r] (6.7)

Esta medida es vital pues en el Modelo de Markowitz la desviacion estdndar representa el riesgo

del activo financiero que se estudia.
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6.2. Extension a multiples activos financieros

Ya vimos en la ecuacién (6.7) que el riesgo de un activo financiero es la desviacion estdndar; la cual
viene directamente de su varianza. Sin embargo, para describir el riesgo de tener dos o més activos
financieros, debemos de utilizar medidas de variacién conjunta. Para este fin, se utilizan
principalmente dos medidas estadisticas:

1) La covarianza de los rendimientos: o[r;, ;.

2) La correlacién de los rendimientos: p|r;, 7;].

Dfn. La covarianza de los rendimientos de la pareja de activos iy j , o[r;, r;], nos dice la variacién
conjunta que hay entre estos rendimientos. La covarianza nos ayuda a identificar asociacion lineal
entre dos variables aleatorias (como lo son los rendimientos). Estd definida mateméticamente

| olri, ;] = E[(rz — E[ri]) (r; — E[r]])} (6.8)

Aligual que la varianza, la covarianza es un valor esperado. En este caso, es el valor esperado del
producto de dos distancias. Dado que se trata de un valor esperado, se puede calcular como un
promedio ponderado por probabilidades (px). Si conocemos las probabilidades con las que

ocurren “m” diferentes distancias, la covarianza puede calcularse como:

m

0y = olri, 1] = Z 7’1 k= Elri] (Tj,k - E[Tj]) * Dk (6.9)
k=1

Donde,

ri it es el "k-ésimo” rendimiento del activo i.

E[r;]: es el rendimiento esperado del activo :.

rjk: es el "k-ésimo” rendimiento del activo j.

Elrj]: es el rendimiento esperado del activo j.

P, : es la probabilidad de que ocurra el “k-ésimo” rendimiento.

Nuevamente, este promedio s6lo puede estimarse (pues no se tienen las probabilidades (p;) de la
realizacién de cada rendimiento). Si tenemos una muestra (coleccién de datos) de “m

rendimientos pasados, la covarianza se puede estimar como:

ol = i{k z)(m—E[m])] (6.10)

k=1

Donde el simbolo “gorro” arriba de o indica que se estd estimando.
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Puesto que la covarianza es el producto de dos distancias, ésta se encuentra en unidades cuadradas.
Por esto, sélo se interpreta su signo (positivo, negativo, o cero) sin importar su valor. Estos tres

casos se pueden interpretar como sigue:

olri,m;] >0 ———= Asociacién lineal positiva entre los activos i y j.
olri,rj] <0 ———= Asociacién lineal negativa entre los activos i y j.

olri,7;] =0 ———= No hay asociacién lineal entre los activos i y ;.

La covarianza entonces, nos dice en qué direccién van las asociaciones, pero no nos dice qué tan
fuertes o débiles son dichas asociaciones. Con la finalidad de atender este problema, se define el
Coeficiente de Correlacion Lineal.

Dfn. El Coeficiente de Correlacion Lineal de los rendimientos de la pareja de activos i y j, p[r;, ;], nos
dice si la relacién de la variacién conjunta que hay entre estos rendimientos es fuerte o débil. Esta
definido por:

olrs, rjl

pij = ,0[7”2',7"]'] = m (611)

Sinos fijamos en las unidades que tiene dicho coeficiente, podemos observar que no tiene; es decir,
es adimensional. Ademads, una propiedad notable del Coeficiente de Correlacion Lineal es que:

Para dicho coeficiente, se pueden definir cuatro casos generales:

plri,7;] 1 ———= Asociacién lineal positiva fuerte.
plri,r;] = —1 ——= Asociacién lineal negativa fuerte.
plri,rj] = 07 ———= Asociacién lineal débil positiva

plri,m;] 07 ———= Asociacién lineal débil negativa

Por dltimo, para medir la dependencia de la variabilidad que hay entre una pareja de
rendimientos utilizamos el Coeficiente de Determinacion: p;. Este nos dice la fraccién de
variabilidad de los rendimientos del activo i que puede ser asociada con la variabilidad de los
rendimientos del otro activo (j). El Coeficiente de Determinacién esta definido por:

(ol ]>_ 6.13)

2 _
0 ] o)
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6.3. Rendimiento Esperado y Riesgo de un Portafolio

Dfn. Un portafolio de inversion o ”cartera de inversién” es un conjunto de activos financieros ya sea
de renta fija, de renta variable, derivados, o cualquier otro activo, en el que un inversionista coloca

dinero con el fin de obtener rendimientos.

El portafolio tiene como finalidad repartir o disminuir el riesgo total al combinar distintos activos.

A esto se le conoce como Diversificacion del Portafolio de Inversion.

Un portafolio de inversién puede verse como un tinico activo financiero, y por lo tanto, podemos
describir sus rendimientos de acuerdo a su rendimiento esperado y su desviacién estandar (riesgo)

como lo hicimos con activos individuales.

Dfn. El peso de un activo en el portafolio (wy), se define como el porcentaje del monto total de la
inversién que se destina a dicho activo. Se calcula como el monto de dinero invertido en el activo
entre el monto de dinero total invertido en el portafolio. Asi entonces, si se invierte en N activos

diferentes, el peso del “k-ésimo” activo estd dado por:

m
wy, = Mk (6.14)

Donde,
my, : es el monto de dinero invertido en el “k-esimo” activo.
M: es el monto de dinero total invertido en el portafolio.

Dado que el monto total de dinero invertido en el portafolio es la suma de los montos invertidos en
cada activo individual, tenemos que:
N
M= "my (6.15)
k=1

Y por lo tanto, la suma de los N pesos del portafolio siempre debe de dar el 100%. Esto es:

N
> we =
k=1

Yo 1 & 1
k

AL - . M=1 6.16

=2l = 0 (6.16)
k=1 k=1
Si el portafolio estd conformado de N activos diferentes, el rendimiento esperado del portafolio es
el promedio de los rendimientos esperados individuales ponderado por sus respectivos pesos. Es
decir:

N
Elry) = wy - Elry (6.17)
k=1
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Para estimar este rendimiento esperado, basta con poner las estimaciones del rendimiento
esperado de cada activo individual (es decir, sustituir los valores esperados del lado derecho por
los rendimientos promedio):

fp:Zwk-fk:w1-771+w2-772+--~+wN-7’N (618)

Cuando N es muy grande, es cémodo trabajar de manera matricial. Para tal propdsito, definamos
el vector columna de pesos como:
wi
— Wa
w =

WN
(Nx1)

, el cual tiene dimensiones (N x 1).

Posteriormenete, definamos el vector columna de rendimientos promedio:

T

, el cual también tiene dimensiones (N x 1).

La ecuacién (6.18) entonces se logra mediante el producto interior de estos dos vectores. Es decir:

1
- — T N
Fpo= @) () = [y wy o] | =D e (6.19)
(1% N) : k=1
N
(Nx1)

Seria natural pensar que el riesgo del portafolio también es el promedio ponderado de cada uno de
los riesgos individuales. Sin embargo, ya vimos en la Seccion 6.2 que puede existir una relaciéon
lineal entre los rendimientos de parejas de activos (i.e. covarianzas). Esto causara que el riesgo de
un portafolio sea mayor al promedio de los riesgos individuales (a menos que se encuentren N
activos cuya covarianza sea igual a cero; i.e. activos no correlacionados).
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La varianza de un portafolio (en el Modelo de Markowitz) estd definida por:

o*lry] = B[ (ry = Elr))’] = 30D (we)(wy)(og) = Y wiof + 30D (w)wy)ow)  (6:20)
=1 j=1 k=1 k=1 i;jé;

Nuevamente, para estimar la varianza del portafolio, basta con sustituir las varianzas estimadas de

cada activo y las covarianzas estimadas de cada pareja de activos:
N N N N N
5[] = D 0> (wi)(w)(Gr) = D wicg + > Y (we)(w))(6xs) (6.21)

Por ejemplo, para un portafolio de dos activos A y B entonces, la varianza estimada estd dada por:
~2 242 2 ~2 ~
0°[rp] = w64 + wpop + (wa)(wp)(6ap) (6.22)

Para N > 2 es incémodo trabajar con las sumas; asi que definimos la matriz de varianzas y
covarianzas estimada para poder hacer esta operacién de manera matricial. La matriz de varianzas
y covarianzas estimada es una matriz cuadrada de dimensiones (N x N) cuando se tienen N

activos en el portafolio. Esta definida por:

o . . A
(28] O12 013 -°** O1N
A /\2 A A
02,1 05 023 =+ O2N
5 — (6.23)
~ A A /\2
|ON1 ON2 ON3 " O |
(NxN)

La cual tiene las varianzas sobre la diagonal y las covarianzas fuera de la diagonal. Ademés, la

matriz es simétrica puesto que:

alrj,re) = 6lrk, 1] —/——= Gjk = Ony (6.24)

(i.e. la covarianza del activo j con k es igual a la covarianza del activo k con j).

Notemos que hay N? elementos dentro de la matriz, pero N son varianzas. Por esto, pensarfamos

que tenemos que calcular N2 — N diferentes covarianzas.
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Sin embargo, por la simetria de la matriz demostrada en la ecuacién (6.24), s6lo la mitad de las

covarianzas son diferentes y por tanto, tenemos que calcular:

N’-N N(N-1)
2 N 2

diferentes covarianzas para cuando se invierte en N activos. Una de las principales desventajas
del modelo de Markowitz es que si N llega a ser muy grande, el nimero de covarianzas a calcular
puede ser abrumador (de hecho esto motivé a otros economistas a crear modelos distintos al de
Markowitz).

De vuelta al tema principal, la varianza del portafolio puede calcularse de manera matricial como:

o . . .
2] O12 013 -** O1N
A~ /\2 A A
02,1 05 023 *** O2N wq
w
~9 T & 2
Ol = (@) -5 @) = [wy wy o wn] | , e (6.25)
(1xN) :
wN
A A A ~92 Nx1
|ON1 ON2 ON3 “°° O | ( )
(NxN)

Por tltimo, el riesgo del portafolio, al igual que cualquier otro activo, es la desviacién estandar del

portafolio; que también en este caso se calcula como la raiz de la varianza. Para el portafolio esto es:

N N N

olrp = | D wioi+ ) > (wi)(w))(64;) (6.26)
k=1 k=1 j=1
k#j
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